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摘 要： 双线性对在基于身份的密码体制中有着广泛的应用．Ｍｉｌｌｅｒ算法是计算双线性对的核心算法．本文在双
基数链计算Ｔａｔｅ对的基础上给出了一种高效的Ｍｉｌｌｅｒ算法．通过范函数和共轭技巧的应用，减少了 Ｍｉｌｌｅｒ算法中有理
函数直线和垂线的数量并用共轭代替了求逆运算．结果表明新算法与已有算法相比效率提高了１０％以上．

关键词： 双基数链；Ｍｉｌｌｅｒ算法；Ｔａｔｅ对；椭圆曲线
中图分类号： ＴＰ３０９ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１２）０９１７７５０８
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１２．０９．０１２

ＲｅｆｉｎｅｍｅｎｔｓｏｆＤｏｕｂｌｅＢａｓｅＣｈａｉｎｓＡｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇＴａｔｅＰａｉｒｉｎｇ

ＷＥＮＧＪｉａｎｇ，ＤＯＵＹｕｎｑｉ，ＭＡＣｈｕａｎｇｕｉ
（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ，Ｈｅｎａｎ４５０００２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｐａｉｒｉｎｇｓｈａｖｅｂｅｅｎｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｉｄｅｎｔｉｔｙｂａｓｅｄｃｒｙｐｔｏｓｙｓｔｅｍｓ（ＩＢＣ）．Ｍｉｌｌｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｔｈｅｋｅｙｏｆ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｇｓ．ＷｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔＭｉｌｌｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｃｏｍｐｕｔｉｎｇＴａｔｅｐａｉｒｉｎｇｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｄｏｕｂｌｅｂａｓｅｃｈａｉｎ．Ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ｏｕｒｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔｓｒｅｄｕｃｅｔｈｅｔｏｔａｌｎｕｍｂｅｒｏｆｌｉｎｅｓａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌｌｉｎｅｓｉｎｔｈｅｒａｔｉｏ
ｎａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄｒｅｐｌａｃｅｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｂｙｉｔｓｃｏｎｊｕｇａｔｅｉｎＭｉｌｌｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｂｅ
ｉｍｐｒｏｖｅｄｂｙｍｏｒｅｔｈａｎ１０％ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｄｏｕｂｌｅｂａｓｅｃｈａｉｎｓ；Ｍｉｌｌｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ；Ｔａｔｅｐａｉｒｉｎｇ；ｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ

１ 引言

近些年来，基于椭圆曲线构造的双线性对在公钥密

码学中得到了广泛的应用．椭圆曲线上的双线性对早期
被用来攻击椭圆曲线有理点群上的离散对数问题．１９９１
年Ｍｅｎｅｚｅｓ，Ｏｋａｍａｔｏ和 Ｖａｎｓｔｏｎｅ［１］基于双线性 Ｗｅｉｌ对将
椭圆曲线上的离散对数问题规约到有限域上的离散对

数问题，即 ＭＯＶ约化．１９９９年 Ｆｒｅｙ和 Ｒｕｃｋ［２］利用双线
性Ｔａｔｅ对给出了ＦＲ约化．这种规约使得某些椭圆曲线
有理点群中的离散对数问题变得相对容易．

１９８４年，Ｓｈａｍｉｒ［３］首次提出了基于身份加密体制的
思想，该方法在密码学中有着广泛的应用背景，但是直

到２０００年Ｓａｋａｉ，Ｏｈｇｉｓｈ，Ｋａｓａｈａｒａ［４］和 Ｊｏｕｘ［５］才借助双线
性对分别给出该类体制的具体实现方案．此后，双线性
对被用来构造各种各样的密码协议，比如基于身份的加

密体制［６］，短签名［７，８］等．由此双线性对引起了密码学
者们的极大兴趣，也成为近年来公钥密码体制研究的热

点之一．

由于双线性对作为一个基本工具在协议设计中取

得了广泛应用，为了使这些协议具有实用性，就必然要

求提高双线性对的计算效率．计算双线性对的关键在于
计算有理函数在一些特定除子或者有理点的赋值．最普
通的想法是首先给出有理函数的确定形式，然后将有理

点的坐标带入有理函数．当有理函数的次数较小时，这
样做是可行的．但是如果有理函数的次数非常大（比如
在目前的安全强度下，相应的次数的数量级为 ２１６０大
小），显然此时要给出有理函数的确定形式难度比较大，

故要寻求别的多项式时间算法．
目前，基于椭圆曲线构造的双线性对有两种算法：

一种是 Ｍｉｌｌｅｒ［９］算法，另一种是椭圆网［１０］算法．相对椭
圆网算法，Ｍｉｌｌｅｒ算法以其效率高，应用范围广的特点，
引起了许多学者的关注．因此目前关于双线性对快速计
算的研究主要集中在 Ｍｉｌｌｅｒ算法的改进上．Ｍｉｌｌｅｒ算法
的本质就是通过有理函数倍乘和加法的反复迭代，得到

有理函数 ｆｉ在某一除子的赋值．迭代的次数和每次迭
代运算的复杂度是整个 Ｍｉｌｌｅｒ算法耗时的主要部分．
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传统的Ｍｉｌｌｅｒ算法采用二进制表示来计算双线性
对；若采用双基数链表示，利用其表示稀疏的优势可以

减少椭圆曲线群中的点加运算和相应有理函数的点加

运算，从而可以提高双线性对的计算效率．２００８年赵昌
安［１１］等人首次将双基数链用于双线性对的计算中，与

一些经典的算法相比使得计算效率提高了大约９％～
３８％．２０１１年陈厚友［１２］等人进一步研究了 Ｔａｔｅ对快速
计算，又将运算效率提高了约１０６％～２０３％．

另外许多学者从缩短 Ｍｉｌｌｅｒ循环的角度构造新的
双线性对来加速计算．如：Ｂａｒｒｅｔｏ［１３］提出的适用于超奇
异曲线计算的Ｅｔａ对，Ｈｅｓｓ［１４］等人推广 Ｅｔａ对到一般的
椭圆曲线上，提出了著名的 Ａｔｅ对，以及 Ｖｅｒｃａｕｔｅｒｅｎ［１５］

提出的 Ｏｐｔｉｍａｌ对．本质上都是 Ｔａｔｅ对的变形，故 Ｍｉｌｌｅｒ
算法同样可用于这些双线性对计算．

本文在双基数链算法计算 Ｔａｔｅ对的基础上，提出
了合并连续相邻项的方法，利用范函数减少 Ｍｉｌｌｅｒ迭代
中有理函数直线和垂线的数量，结合共轭技巧将求逆

转化为扩域中共轭元的乘法，优化了 Ｍｉｌｌｅｒ算法，提高
了计算效率．新算法不仅能应用于超奇异椭圆曲线上
而且能应用于一般的椭圆曲线上，结果表明本文提出

的新算法比现有的算法［１１，１２］效率至少高１０％以上．

２ 背景知识

２１ 双基数链简介

首先我们引进双基数链表示，接着将其应用于双

线性对的计算中．双基数链［１６］是整数的一种表示方法，
它能够大大减少整数表示中所需要的加号和减号．
Ｄｉｍｉｔｒｏｖ［１７］将其用于加速椭圆曲线上点的标量乘快速计
算，赵昌安等［１１］将这样的表示推广到加速双线性对的

计算．本文在文献［１１，１２］的基础上进一步改进了基于
双基数链计算双线性对的算法．

任意一个整数 ｎ都可表示成基于｛２，３｝幂次（即形
如２ａ３ｂ的整数）的和，如下式：

ｌ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｋｉ２ａｉ３ｂｉ，

表１ 文献［１７］不同正整数双基数链表示时的参数

ａｍａｘ ｂｍａｘ ｍ ａｍａｘ ｂｍａｘ ｍ

５７ ６５ ４５ ９５ ４１ ３７

７６ ５３ ３８ １０３ ３６ ３９

其中 ｋｉ∈｛－１，１｝，ａ１≥ａ２≥…≥ａｍ≥０，ｂ１≥ｂ２≥…≥
ｂｍ≥０．
由于任意整数基于双基数链的表示并不唯一，

Ｄｉｍｉｔｒｏｖ等人给出了一个有效的贪心算法，使得任意的
正整数 ｌ通过此算法都可以用双基数链较为稀疏的表
示．假设 ａｍａｘ和 ｂｍａｘ分别表示２和３在双基数链中的最

高幂次，ｍ表示在随机选取的１００００个 ｌ中，ｌ展开式中
２，３最高幂次相同的双基数的个数．对于任意１６０比特
的素数，文献［１７］给出了一些统计规律，为了方便后面
的比较，我们引用这些数据．
２２ 双线性Ｔａｔｅ对简介

设 ｑ＝ｐｍ，其中 ｐ为素数，ｍ为一正整数．Ｅ是有
限域Ｆｑ上的椭圆曲线．Ｅ的方程定义为

Ｅ：ｙ２＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ，
其中点∞记作曲线 Ｅ的无穷远点，ａ，ｂ∈Ｆｑ且 ４ａ３＋
２７ｂ２≠０．

设 ｌ为一大素数且满足（ｌ，ｑ）＝１．取椭圆曲线
Ｅ（Ｆｑ）中的点 Ｐ，它的阶为 ｌ，且 ｌ（ｑ－１），ｋ是Ｅ的嵌
入次数，即满足条件 ｌ｜（ｑｋ－１）的最小正整数．椭圆曲
线 Ｅ的ｌ－挠群定义为 Ｅ［ｌ］．

传统的双线性Ｔａｔｅ对 ｅｌ定义为如下的非退化双线
性映射：

ｅｌ：Ｅ（Ｆｑｋ）［ｌ］×Ｅ（Ｆｑｋ）／ｌＥ（Ｆｑｋ）→Ｆ

ｑｋ
／（Ｆ

ｑｋ
）ｌ，

ｅｌ（Ｐ，Ｑ）＝ｆｌ（ＤＱ）．
由上面的定义可知，计算传统的双线性 Ｔａｔｅ对结

果为陪集值，即对相同的 Ｐ和Ｑ，计算 ｅ（Ｐ，Ｑ）可能得
到不同的数值，但这些数值属于同一个陪集．而在密码
学应用中要求在双线性映射之后得到唯一值，因此有

如下约化的双线性 Ｔａｔｅ对定义：
ｅ^ｌ：Ｅ（Ｆｑｋ）×Ｅ（Ｆｑｋ）／ｌＥ（Ｆｑｋ）→μｌ，

ｅ^ｌ（Ｐ，Ｑ）＝ｆｌ（ＤＱ）ｑ
ｋ－１／ｌ，

其中μｌ为Ｆｑｋ中的 ｌ次单位根群，即μｌ＝｛μ∈Ｆ

ｑｋ
｜μ
ｌ＝

１｝．
如果限制 Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ），Ｂａｒｒｅｔｏ［１９］定义如下变形的约

化双线性Ｔａｔｅ对：
珓ｅｌ：Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］×Ｅ（Ｆｑｋ）／ｌＥ（Ｆｑｋ）→μｌ，

珓ｅｌ（Ｐ，Ｑ）＝ｆｌ（Ｑ）ｑ
ｋ－１／ｌ．

Ｂａｒｒｅｔｏ［１９］等人的工作表明在限定 Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ）条件
下，有理函数 ｆｌ在除子ＤＱ的赋值可以用有理函数ｆｌ，Ｐ
在点Ｑ的赋值来替代，这样可以使传统的 Ｍｉｌｌｅｒ算法得
到优化．

由于Ｗｅｉｌ对相当于两次 Ｔａｔｅ对的计算，而最近几
年提出的 Ｅｔａ对，Ａｔｅ对和 Ｏｐｔｉｍａｌ对本质上都是 Ｔａｔｅ对
的变形，故本文中只讨论最典型的双线性Ｔａｔｅ对．

应用在密码学中的双线性 Ｔａｔｅ对需要满足下面的
性质：

（１）双线性：对任意的 Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］，Ｑ∈Ｅ（Ｆｑｋ）和
ｎ∈ＺＺ，有 ｅｌ（ｎＰ，Ｑ）＝ｅｌ（Ｐ，ｎＱ）＝ｅｌ（Ｐ，Ｑ）ｎ．
（２）非退化性：一定存在某个 Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］和 Ｑ∈

Ｅ（Ｆｑｋ）满足 ｅｌ（Ｐ，Ｑ）≠１．
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目前存在很多基于双线性对构造的密码协议，为

了保证这些方案的安全性，一般要求 Ｇ１，Ｇ２和 ＧＴ这三
个群中的离散对数问题是难解的．具体到双线性 Ｔａｔｅ
对定义，若取 Ｇ１＝Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］，Ｇ２＝Ｅ（Ｆｑｋ）［ｌ］和 ＧＴ＝

μｌ，要求 ｌ至少是 １６０比特大小，对应嵌入扩域中的 ｑ
ｋ

至少是１０２４比特大小．
２３ 除子

定义１ 设 Ｅ是定义在有限域Ｆｑ上的椭圆曲线．
对任意的点 Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ），定义形式化符号〈Ｐ〉．则 Ｅ上
的除子ｄｉｖ（Ｅ）定义为如下的形式和：

ｄｉｖ（Ｅ）＝∑
Ｐｊ∈Ｅ
ｎｊ〈Ｐｊ〉，ｎｊ∈ＺＺ，

其中仅有有限多个 ｎｊ≠０．ｄｉｖ（Ｅ）被称为 Ｅ的除子群，Ｄ

为 Ｅ的除子，Ｄ的次数定义为 ｄｅｇ（Ｄ）＝∑
Ｐｊ∈Ｅ
ｎｊ．ｄｉｖ（Ｅ）

是由 Ｅ上的点所生成的自由交换群．
除子与函数

设 ｆ是Ｅ上的非零有理函数，其除子定义为

ｄｉｖ（ｆ）＝∑
Ｐ∈Ｅ
ｏｒｄＰ（ｆ）〈Ｐ〉，

其中 ｏｒｄＰ（ｆ）是函数 ｆ在零点或者极点的阶．
对于任意的定义在 Ｅ上的非零有理函数ｆ和ｇ有

ｄｉｖ（ｆｇ）＝ｄｉｖ（ｆ）＋ｄｉｖ（ｇ），

ｄｉｖ（ｆｇ）＝ｄｉｖ（ｆ）－ｄｉｖ（ｇ）．

２４ Ｍｉｌｌｅｒ算法
Ｍｉｌｌｅｒ算法的核心是构造 Ｆｑｋ上的有理函数ｆｌ，其除

子满足 ｄｉｖ（ｆｌ）＝ｌ〈Ｐ〉－〈ｌＰ〉－（ｌ－１）〈∞〉，其中 Ｐ∈Ｅ
（Ｆｑ）．

设过点 ｉＰ和ｊＰ的直线为ｌｉＰ，ｊＰ，当 ｉ＝ｊ，ｌｉＰ，ｉＰ表示
过点ｉＰ的切线；用 ｖ（ｉ＋ｊ）Ｐ表示过点（ｉ＋ｊ）Ｐ的垂线，当
ｉ＝ｊ时，ｖ２ｉＰ表示过２ｉＰ的垂线．
对于任意的 ｉ，ｊ∈ＺＺ，有
ｄｉｖ（ｌｉＰ，ｊＰ）＝〈ｉＰ〉＋〈ｊＰ〉＋〈－（ｉ＋ｊ）Ｐ〉－３〈∞〉，
ｄｉｖ（ｖ（ｉ＋ｊ）Ｐ）＝〈（ｉ＋ｊ）Ｐ〉＋〈－（ｉ＋ｊ）Ｐ〉－２〈∞〉．

（１）
由式（１）可得
ｄｉｖ（ｆｉ＋ｊ）＝ｄｉｖ（ｆｉ）＋ｄｉｖ（ｆｊ）＋ｄｉｖ（ｌｉＰ，ｊＰ）－ｄｉｖ（ｖ（ｉ＋ｊ）Ｐ），

（２）

因此 ｆｉ＋ｊ＝ｆｉ·ｆｊ
ｌｉＰ，ｊＰ
ｖ（ｉ＋ｊ）Ｐ

．

算法１ （Ｍｉｌｌｅｒ算法）

输入：素数 ｌ＝∑
ｔ

ｉ＝０
ｋｉ２ｉ，其中 ｋｉ∈｛０，１｝，ｋｔ＝１，点

Ｐ∈Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］和 Ｑ∈Ｅ（Ｆｑｋ）．
输出：ｆ＝ｆｌ（Ｑ）．
［１］ ｆ←１，Ｔ←Ｐ；

［２］ ｆｏｒｉ←ｔ－１ｔｏ０ｄｏ

［２１］ｆ←ｆ２·
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）

；

Ｔ←２Ｔ；
［２．２］ Ｉｆｋｉ＝１ｄｏ

ｆ←ｆ·
ｌＴ，Ｐ（Ｑ）
ｖＴ＋Ｐ（Ｑ）

；

Ｔ←Ｔ＋Ｐ；
Ｅｎｄｉｆ
Ｅｎｄｆｏｒ

［３］ Ｒｅｔｕｒｎｆ（ｑ
ｋ－１）／ｌ．

３ 范函数及其应用

本章主要介绍范函数的性质和共轭技巧，它们将

在快速计算双线性对和复杂度评估中发挥重要的作

用．
３１ 范函数性质

引理１［２０］ 设椭圆曲线 Ｅ上过点Ｐ＝（ａ，ｂ），Ｑ＝
（ｃ，ｄ）和－（Ｐ＋Ｑ）的直线为 ｌ（ｘ，ｙ）＝０，其中 Ｐ＋Ｑ＝
（α，β），则 ＮＫ（ｘ，ｙ）／Ｋ（ｘ）（ｌ）＝ｌ（ｘ，ｙ）珋ｌ（ｘ，ｙ）＝－（ｘ－ａ）
（ｘ－ｃ）（ｘ－α），其中珋ｌ（ｘ，ｙ）是 ｌ（ｘ，ｙ）的共轭．对于任
意的 Ｒ∈Ｅ，ｌ（Ｒ）＝ｌ（－Ｒ），ＮＫ（ｘ，ｙ）／Ｋ（ｘ）（ｌ）称作范函
数．

进一步我们给出两个重要的引理，它们将在算法２
的计算中发挥重要的作用．

引理２ 如果ｄｉｖ（ｆｉ）＝ｉ〈Ｐ〉－〈ｉＰ〉－（ｉ－１）〈∞〉，

则 ｆｉ－１＝ｆｉ·
１
ｖＰ
·
ｌｉＰ，－Ｐ
ｖ（ｉ－１）Ｐ

．

证明：因为

ｄｉｖ（ｆｉ·
１
ｖＰ
·
ｌｉＰ，－Ｐ
ｖ（ｉ－１）Ｐ

）

＝ｉ〈Ｐ〉－〈ｉＰ〉－（ｉ－１）〈∞〉－［〈Ｐ〉＋〈－Ｐ〉－２〈∞〉］
＋［〈ｉＰ〉＋〈－Ｐ〉＋〈－（ｉ－１）Ｐ〉－３〈∞〉］－［〈（ｉ－
１）Ｐ〉＋〈－（ｉ－１）Ｐ〉－２〈∞〉］
＝（ｉ－１）〈Ｐ〉－〈－（ｉ－１）Ｐ〉－（ｉ－２）〈∞〉，

所以 ｆｉ－１＝ｆｉ·
１
ｖＰ
·
ｌｉＰ，－Ｐ
ｖ（ｉ－１）Ｐ

．

引理３ 设 Ｔ∈Ｅ［ｎ］且 Ｑ≠Ｔ，２Ｔ，…，ｎＴ则
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌＴ，２Ｔ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ３Ｔ（Ｑ）

＝－
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＴ（Ｑ）
ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

（３）

（
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）

）２
ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）
ｖ４Ｔ（Ｑ）

＝－
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

（４）

ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，Ｐ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ２Ｔ＋Ｐ（Ｑ）

＝－
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＰ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

（５）

ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ２Ｔ－Ｐ（Ｑ）

＝－
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖ－Ｐ（Ｑ）
ｖＰ（Ｑ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（－Ｑ）

（６）

证明：由引理１知：
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ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌＴ，２Ｔ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ３Ｔ（Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌＴ，２Ｔ（Ｑ）ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ３Ｔ（Ｑ）ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ＮＫ（ｘ，ｙ）／Ｋ（ｘ）（ｌＴ，２Ｔ）（Ｑ）
（ｘＱ－ｘ２Ｔ）（ｘＱ－ｘ３Ｔ）ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

＝－
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＴ（Ｑ）
ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

（
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）

）２
ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）
ｖ４Ｔ（Ｑ）

＝
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）
ｖ２２Ｔ（Ｑ）ｖ４Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

＝
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）ＮＫ（ｘ，ｙ）／Ｋ（ｘ）（ｌ２Ｔ，２Ｔ）（Ｑ）
（ｘＱ－ｘ２Ｔ）２（ｘＱ－ｘ４Ｔ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

＝－
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，Ｐ（Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ２Ｔ＋Ｐ（Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，Ｐ（Ｑ）ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）
ｖ２Ｔ（Ｑ）ｖ２Ｔ＋Ｐ（Ｑ）ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ＮＫ（ｘ，ｙ）／Ｋ（ｘ）（ｌ２Ｔ，Ｐ）（Ｑ）

（ｘＱ－ｘ２Ｔ）（ｘＱ－ｘ２Ｔ＋Ｐ）ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

＝－
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＰ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

如式（５）证明，同理可证式（６）．
为了减少有理函数分子分母中直线和垂线的数

量，在算法２我们中提出了合并连续相邻两项的方法，
其主要基于引理３中这４个公式．
３．２ 共轭与求逆

如果椭圆曲线 Ｅ的嵌入次数ｋ是偶数，设 ｋ＝２ｄ，
即 Ｆｑｋ是Ｆｑｄ的二次扩域．那么 Ｆｑｋ中的元素ω可以表示
为ω＝ａ＋ｂｉ，其中 ａ，ｂ∈Ｆｑｄ，ｉ是二次非剩余且δ＝ｉ２．
那么ω在Ｆｑｄ中的共轭元为珔ω＝（ａ＋ｂｉ）＝ａ－ｂｉ．如果

ω≠０，则
１
ω
＝
珔ω

ａ２－δｂ２
，其中 ａ２－δｂ２∈Ｆｑｄ．由于 Ｆｑｄ中的

元素在最后幂运算下等于１，故可以用珔ω代替
１
ω
．在实

际应用中通常选取的椭圆曲线的嵌入次数为偶数，故

本文只考虑嵌入次数为偶数的情况．
在本文给出的提升算法中，由于 ｘＰ∈Ｆｑ，珋ｘＰ＝ｘＰ∈

Ｆｑ，故分母中的垂线 ｘＱ－ｘＰ可用其共轭元ｘＱ－ｘＰ＝ｘＱ
－ｘＰ来代替；同理分母中的直线 ｌ（－Ｑ）用其共轭元
ｌ（－Ｑ）＝ｌ（Ｑ）来代替．从而省去了 Ｆｑｋ［１８，２３］中复杂度
较高的求逆运算．

对于任意的非零常数 ｃ，ｄｉｖ（ｆ）＝ｄｉｖ（ｃｆ），所以引理
３中各式的负号不影响双线性对的计算，故我们在计算
中忽略不计．

４ 提升算法

２００８年赵昌安［１１］等将双基数链表示用于双线性对
计算并给出了完整的算法，使得双线性对的计算效率

提高了大约９％～３８％；２０１１年陈厚友［１２］等人进一步研
究了Ｔａｔｅ对快速计算，又将运算效率提高了约 １０６％

～２０３％．
本文在其基础上提出了合并连续相邻项的方法，

结合范函数的性质以及引理３进一步提升了双线性对
的计算效率，算法如下．

算法２ （提升的Ｍｉｌｌｅｒ算法）

输入：素数 ｌ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｓｉ２ａｉ３ｂｉ，其中 ｓｉ∈｛－１，１｝，ａ１≥ａ２≥

…≥ａｍ≥０，ｂ１≥ｂ２≥…≥ｂｍ≥０，
Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）∈Ｅ（Ｆｑ）［ｌ］，Ｑ＝（ｘＱ，ｙＱ）∈Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：ｆ＝ｆｌ（Ｑ）

［１］ｆ←１，ｆ－１←
１

ｖＰ（Ｑ）
，Ｔ←Ｐ；

［２］｛ｆｏｒｉ＝１，…，ｍ－１ｄｏ
［２．１］ａ←ａｉ－ａｉ＋１，ｂ←ｂｉ－ｂｉ＋１；
［２．２］ｉｆｂ≥１ｔｈｅｎ

［２．２．１］ｆｏｒｊ＝１，…，ｂｄｏ

［２．２．２］ｆ←ｆ３
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＴ（Ｑ）
ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

，Ｔ←３Ｔ；

［２．３］｛ｉｆａ≥１ｔｈｅｎ

［２．３．１］ｆｏｒｊ＝１，…， ａ
２ ｄｏ

［２．３．２］ｆ←ｆ４
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

，Ｔ←４Ｔ；

［２．３．３］ｉｆ１≡ａｍｏｄ２；
［２．３．３．１］ｉｆｓｉ＝１；

［２．３．３．２］ｆ←ｆ２
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＰ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

，Ｔ←２Ｔ＋

Ｐ；
［２．３．３．３］ｉｆｓｉ＝－１；

［２．３．３．４］ｆ←ｆ２
１

ｖＰ（Ｑ）
·
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖ－Ｐ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，－Ｐ（－Ｑ）

，

Ｔ←２Ｔ－Ｐ；
｝

［２．４］ｉｆ０≡ａｍｏｄ２；
［２．４．１］ｉｆｓｉ＝１；

［２．４．２］ｆ←ｆ
ｌＴ，Ｐ（Ｑ）
ｖＴ＋Ｐ（Ｑ）

，Ｔ←Ｔ＋Ｐ；

［２．４．３］ｉｆｓｉ＝－１；

［２．４．４］ｆ←ｆ
１

ｖＰ（Ｑ）
·
ｌＴ，－Ｐ（Ｑ）
ｖＴ－Ｐ（Ｑ）

，Ｔ←Ｔ－Ｐ；

｝

［３］Ｒｅｔｕｒｎｆ（ｑ
ｋ－１）／ｌ．

５ 复杂度分析

在算法２的复杂度分析中，我们忽略有限域中的加
法和减法运算，因为这些运算与有限域中的乘法和求

逆相比可以忽略不计．用 Ｍ，Ｓ，Ｉ分别表示有限域Ｆｑ上
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的乘法，平方以及求逆；用 Ｍｋ，Ｓｋ，Ｉｋ分别表示有限域
Ｆｑｋ中的乘法，平方以及求逆；Ｍｂ表示基域Ｆｑ中的元素
和扩域Ｆｑｋ中的元素相乘，故 Ｍｂ＝ｋＭ；通常 Ｍｋ＝ｋ２Ｍ，
利用Ｋａｒａｔｓｕｂａ［２１］算法可化简为 Ｍｋ＝ｋｌｏｇ２３Ｍ，因此在复
杂度分析中将假设 Ｍｋ＝ｋ１６Ｍ．

在算法复杂度分析中涉及到有理函数赋值的加法

和二倍乘，我们分别用 ＥＣＡＤＤ和 ＥＣＤＢＬ表示，下表中
给出这些运算所需的运算量．

表２ 文献［２２］Ｅ（Ｆｑ）群中的

基本运算

基本运算 运算量

ＥＣＡＤＤ Ｉ＋２Ｍ＋Ｓ
ＥＣＤＢＬ Ｉ＋２Ｍ＋２Ｓ

算法 ２将整个迭代过程
中分为 ６个部分：“ＴＡＤＤ”，
“ＴＳＵＢ”，“迭代 ＴＤＢＬ”，“ＴＤＢＬ
＋Ｐ”，“ＴＤＢＬ－Ｐ”和“ＴＴＲＬ”，
下面具体分析每一部分的复

杂度．由于预计算可以在算法执行前完成，故本文在复
杂度分析中不考虑预计算的开销．
５１ ＴＡＤＤ的运算量

设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）和 Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）∈Ｅ（Ｆｑ）．ＴＡＤＤ即
算法２中第［２４２］步，其计算如下：
输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）和 Ｑ＝
（ｘＱ，ｙＱ）∈Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ４＝（ｘ４，ｙ４）←ＥＣＡＤＤ（Ｔ，Ｐ）

（２）
ｌＴ，Ｐ（Ｑ）
ｖＴ＋Ｐ（Ｑ）

＝
（ｙＱ＋ｙ４）－λ４（ｘＱ－ｘ４）

ｘＱ－ｘ４

＝
ｙＱ＋ｙ４
ｘＱ－ｘ４

－λ４

＝（ｙＱ＋ｙ４）（珋ｘＱ－ｘ４）－λ４
＝ｙＱ珋ｘＱ＋ｙ４珋ｘＱ－（ｙＱ＋ｙ４）ｘ４－λ４

（３）更新的 ｆ＝ｆ·［ｙＱ珋ｘＱ＋ｙ４珋ｘＱ－（ｙＱ＋ｙ４）ｘ４－λ４］
直线 ｌＴ，Ｐ经过点Ｔ和Ｐ，其斜率为λ４．由于 Ｐ＋Ｔ＝

Ｔ４＝（ｘ４，ｙ４），故 Ｐ，Ｔ，－Ｔ４三点共线．即：ｌＴ，Ｐ＝（ｙＱ－
ｙＰ）－λ４（ｘＱ－ｘＰ）＝（ｙＱ＋ｙ４）－λ４（ｘＱ－ｘ４），为了减少

ＴＡＤＤ的运算量，在上面的计算中我们选择 ｌＴ，Ｐ＝（ｙＱ＋
ｙ４）－λ４（ｘＱ－ｘ４）．
由于 Ｐ＋Ｔ＝（ｘ４，ｙ４），即计算 Ｔ４需要一次

ＥＣＡＤＤ；因为 ｙＱ珋ｘＱ可预计算；计算 ｙ４珋ｘＱ和（ｙＱ＋ｙ４）ｘ４

需要２Ｍｂ；另外计算 ｆ·
ｌＴ，Ｐ（Ｑ）
ｖＴ＋Ｐ（Ｑ）

需要１Ｍｋ．

因此，ＴＡＤＤ算法的总运算量为 Ｍｋ＋２Ｍｂ＋
ＥＣＡＤＤ．若再运用伪求逆技巧［２４］，运算量可约减到 Ｍｋ
＋１５Ｍｂ＋ＥＣＡＤＤ．
５２ ＴＳＵＢ的运算量

设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）和 Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）∈Ｅ（Ｆｑ）．ＴＳＵＢ即算
法２中第［２４４］步，其计算如下：
输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ），Ｑ＝

（ｘＱ，ｙＱ）∈Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ５＝（ｘ５，ｙ５）←ＥＣＡＤＤ（Ｔ，－Ｐ）

（２）１ｖＰ
·
ｌＴ，－Ｐ
ｖＴ－Ｐ

＝
ｙＱ＋ｙＰ－λ５（ｘＱ－ｘＰ）
（ｘＱ－ｘ５）（ｘＱ－ｘＰ）

＝（
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

－λ５）（ｘＱ－ｘ５）

＝
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

ｘＱ－λ５ｘＱ－（
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

－λ５）ｘ５

（３）更新的 ｆ＝ｆ·［
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

ｘＱ－λ５ｘＱ－（
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

－λ５）ｘ５］

直线 ｌＴ，－Ｐ经过点Ｔ和 －Ｐ的直线ｌＴ，－Ｐ的斜率为

λ５，直线方程为 ｌＴ，－Ｐ＝ｙＱ＋ｙＰ－λ５（ｘＱ－ｘＰ）．由引理２

知 ｆｉ－１＝ｆｉ·
１
ｖＰ
·
ｌｉＰ，－Ｐ
ｖ（ｉ－１）Ｐ

．

由于 Ｔ－Ｐ＝（ｘ５，ｙ５），即计算 Ｔ５需要一次

ＥＣＡＤＤ，又因为
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

珋ｘＱ可以预计算；计算λ５珋ｘＱ和

（
ｙＱ＋ｙＰ
ｘＱ－ｘＰ

－λ５）ｘ５需要 ２Ｍｂ；另外计算 ｆ·
１
ｖＰ
ｌＴ，－Ｐ
ｖＴ－Ｐ

需要

１Ｍｋ．
因此，ＴＳＵＢ算法的总量为 Ｍｋ＋２Ｍｂ＋ＥＣＡＤＤ．

５３ 迭代ＴＤＢＬ的运算量
设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）和２Ｔ＝（ｘ２，ｙ２）∈Ｅ（Ｆｑ）．迭代 ＴＤ

ＢＬ即算法２中第［２３３２］步，其计算如下：
输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｑ＝（ｘＱ，ｙＱ）∈
Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ２＝（ｘ２，ｙ２）←ＥＣＤＢＬ（Ｔ）

（２）
ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

＝ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（－Ｑ）

＝ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）
＝ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）［ｙＱ－ｙ２－λ２（ｘＱ－ｘ２）］

（３）更新的 ｆ＝ｆ２ｌ２Ｔ，Ｔ（Ｑ）［ｙＱ－ｙ２－λ２（ｘＱ－ｘ２）］
直线 ｌＴ，Ｔ经过点Ｔ和－２Ｔ，其斜率为λ１；λ２是直线

ｌ２Ｔ，２Ｔ的斜率，由于 ｌ２Ｔ，２Ｔ过点２Ｔ和 －４Ｔ，计算λ２需先
计算 ２Ｔ，即一次 ＥＣＤＢＬ运算；计算λ２·（ｘＱ－ｘ２）需要
１Ｍｂ；另外计算（ｆ２·ｌＴ，Ｔ（Ｑ））２·ｌ２Ｔ，２Ｔ（Ｑ）需要２Ｍｋ＋２Ｓｋ．

因此，迭代 ＴＤＢＬ算法的总量为 ２Ｍｋ＋２Ｓｋ＋Ｍｂ＋
ＥＣＤＢＬ．
５４ ＴＤＢＬ＋Ｐ的运算量

设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１），２Ｔ＝（ｘ２，ｙ２）和 Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）∈
Ｅ（Ｆｑ），ＴＤＢＬ＋Ｐ即算法２中第［２３３２］步，其计算如
下：

输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ），Ｑ＝
（ｘＱ，ｙＱ）∈Ｅ（Ｆｑｋ）
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表３ 新旧算法中Ｍｉｌｌｅｒ迭代中各个部分的运算量

基本运算 复杂度 ｋ＝４ ｋ＝６ ｋ＝８

文献［１１］
算法

ＴＡＤＤ Ｍｋ＋２．５Ｍｂ＋Ｉ＋３Ｍ＋Ｓ ３２．８Ｍ ４６．８Ｍ ６０．８Ｍ
ＴＳＵＢ Ｍｋ＋Ｉ＋（２ｋ＋３）Ｍ＋Ｓ ３０．８Ｍ ４３．８Ｍ ５６．８Ｍ

迭代ＴＤＢＬ ３Ｍｋ＋２Ｓｋ＋４Ｍｂ＋Ｉ＋４Ｍ＋２Ｓ ７３Ｍ １２２．４Ｍ １７１．８Ｍ
ＴＤＢＬ＋Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋６Ｍｂ＋２Ｉ＋７Ｍ＋３Ｓ ７８．６Ｍ １１５．８Ｍ １５３Ｍ
ＴＤＢＬ－Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋３．５Ｍｂ＋２Ｉ＋（２ｋ＋７）Ｍ＋３Ｓ ７６．６Ｍ １１２．８Ｍ １４９Ｍ
ＴＴＲＬ ３Ｍｋ＋Ｓｋ＋２Ｍｂ＋Ｉ＋９Ｍ＋４Ｓ ６４．４Ｍ １０２．６Ｍ １４０．８Ｍ

文献［１２］
算法

ＴＡＤＤ Ｍｋ＋２Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋Ｓ ２９．８Ｍ ４２．８Ｍ ５５．８Ｍ
ＴＳＵＢ Ｍｋ＋１．５Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋Ｓ ２７．８Ｍ ３９．８Ｍ ５１．８Ｍ

迭代ＴＤＢＬ ３Ｍｋ＋２Ｓｋ＋４Ｍｂ＋Ｉ＋４Ｍ＋２Ｓ ７３Ｍ １２２．４Ｍ １７１．８Ｍ
ＴＤＢＬ＋Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋４Ｍｂ＋２Ｉ＋４Ｍ＋３Ｓ ６７．６Ｍ １００．８Ｍ １３４Ｍ
ＴＤＢＬ－Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋３．５Ｍｂ＋２Ｉ＋４Ｍ＋３Ｓ ６５．６Ｍ ９７．８Ｍ １３０Ｍ
ＴＴＲＬ ３Ｍｋ＋Ｓｋ＋２Ｍｂ＋Ｉ＋７Ｍ＋４Ｓ ５５．８Ｍ ９４Ｍ １３２．２Ｍ

算法２

ＴＡＤＤ Ｍｋ＋１．５Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋Ｓ ２７．８Ｍ ３９．８Ｍ ５１．８Ｍ
ＴＳＵＢ Ｍｋ＋２Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋Ｓ ２９．８Ｍ ４２．８Ｍ ５５．８Ｍ

迭代ＴＤＢＬ ２Ｍｋ＋２Ｓｋ＋Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋２Ｓ ５０Ｍ ８４．４Ｍ １１８．８Ｍ
ＴＤＢＬ＋Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋Ｉ＋２Ｍ＋２Ｓ ３８．８Ｍ ６４Ｍ ８９．２Ｍ
ＴＤＢＬ－Ｐ ２Ｍｋ＋Ｓｋ＋Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋２Ｓ ４２．８Ｍ ７０Ｍ ９７．２Ｍ
ＴＴＲＬ ３Ｍｋ＋Ｓｋ＋２Ｍｂ＋Ｉ＋２Ｍ＋２Ｓ ５５．８Ｍ ９４Ｍ １３２．２Ｍ

输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ２＝（ｘ２，ｙ２）←ＥＣＤＢＬ（Ｔ）

（２）
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＰ（Ｑ）
ｌ２Ｔ，Ｐ（－Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ－ｘＰ）

（－ｙＱ－ｙＰ）－λ６（ｘＱ－ｘＰ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）

（－ｙＱ－ｙＰ）（ｘＱ－ｘＰ）－λ６
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＰ－ｘＱ）－λ６］

（３）更新的 ｆ＝ｆ２ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＰ－ｘＱ）－λ６）］
直线 ｌＴ，Ｔ同上，λ６是直线 ｌ２Ｔ，Ｐ的斜率，由于 ｌ２Ｔ，Ｐ过

点２Ｔ和Ｐ，计算λ６需先计算２Ｔ，即一次 ＥＣＤＢＬ运算；
又因为（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＰ－ｘＱ）可以预计算；另外计算 ｆ＝
ｆ２ｌＴ，Ｔ（Ｑ）·［（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＰ－ｘＱ）－λ６］需要２Ｍｋ＋Ｓｋ．
因此，ＴＤＢＬ＋Ｐ算法的总量为２Ｍｋ＋Ｓｋ＋ＥＣＤＢＬ．

５５ ＴＤＢＬＰ的运算量
设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１），２Ｔ＝（ｘ２，ｙ２）和 Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ）∈

Ｅ（Ｆｑ）．ＴＤＢＬＰ即算法 ２中第［２．３．３．４］步，其计算如
下

输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｐ＝（ｘＰ，ｙＰ），Ｑ＝
（ｘＱ，ｙＱ）∈Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ２＝（ｘ２，ｙ２）←ＥＣＤＢＬ（Ｔ）

（２）
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖ－Ｐ（Ｑ）
ｖＰ（Ｑ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（－Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ＋ｘＰ）

（ｘＱ－ｘＰ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（－Ｑ）
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ＋ｘＰ）（ｘＱ－ｘＰ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（－Ｑ）
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ＋ｘＰ）（ｘＱ－ｘＰ）ｌ２Ｔ，－Ｐ（Ｑ）
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ＋ｘＰ）（ｘＱ－ｘＰ）［（ｙＱ＋ｙＰ）－λ７（ｘＱ－ｘＰ）］
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［（ｘＱ＋ｘＰ）（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＱ－ｘＰ）－λ７（ｘ２Ｑ－ｘ２Ｐ）
（ｘＱ－ｘＰ）］

（３）更新的 ｆ＝ｆ２ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［（ｘＱ＋
ｘＰ）（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＱ－ｘＰ）－λ７（ｘ２Ｑ
－ｘ２Ｐ）（ｘＱ－ｘＰ）］
直线 ｌＴ，Ｔ同上，λ７是直线

ｌ２Ｔ，－Ｐ的斜率，由于 ｌ２Ｔ，－Ｐ过点

２Ｔ和 －Ｐ，计算λ７需先计算
２Ｔ，即一次 ＥＣＤＢＬ运算；又因为
（ｘＱ＋ｘＰ）（ｙＱ＋ｙＰ）（ｘＱ－ｘＰ）和
（ｘ２Ｑ－ｘ２Ｐ）（ｘＱ－ｘＰ）都可以预计
算；计算λ７·（ｘ２Ｑ－ｘ２Ｐ）（ｘＱ－ｘＰ）
需要１Ｍｂ；另外计算 ｆ２·ｌＴ，Ｔ（Ｑ）·
［（ｘＱ＋ｘＰ）（ｙＱ＋ｙＰ）－λ７（ｘ２Ｑ－
ｘ２Ｐ）］需要２Ｍｋ＋Ｓｋ．
因此，ＴＤＢＬＰ算法的总量

为２Ｍｋ＋Ｓｋ＋Ｍｂ＋ＥＣＤＢＬ．
５６ ＴＴＲＬ的运算量

设 Ｔ＝（ｘ１，ｙ１），２Ｔ＝（ｘ２，ｙ２）∈Ｅ（Ｆｑ）．ＴＴＲＬ即算
法２中第［２２２］步，其计算如下：
输入：ｆ∈Ｆｑｋ，Ｔ＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ（Ｆｑ），Ｑ＝（ｘＱ，ｙＱ）∈
Ｅ（Ｆｑｋ）
输出：更新的 ｆ
（１）Ｔ２＝（ｘ２，ｙ２）←ＥＣＤＢＬ（Ｔ）

（２）
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）ｖＴ（Ｑ）
ｌＴ，２Ｔ（－Ｑ）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）（ｘＱ－ｘ１）

（－ｙＱ－ｙ１）－λ３（ｘＱ－ｘ１）

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）

（－ｙＱ－ｙ１）（ｘＱ－ｘ１）－λ３

＝
ｌＴ，Ｔ（Ｑ）

－ｙＱｘＱ－ｙ１ｘＱ＋ｘ１（ｙＱ＋ｙ１）－λ３
＝ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［－ｘＱｙＱ－ｙ１ｘＱ＋ｘ１（ｙＱ＋
ｙ１）－λ３］

（３）ｆ＝ｆ３ｌＴ，Ｔ（Ｑ）［（－ｘＱｙＱ－ｙ１ｘＱ＋ｘ１（ｙＱ＋ｙ１）－λ３）］
直线 ｌＴ，Ｔ同上，其斜率为λ１；λ３是直线 ｌＴ，２Ｔ的斜

率，由于 ｌＴ，２Ｔ过点Ｔ和２Ｔ，计算λ３需先计算２Ｔ，即一
次ＥＣＤＢＬ运算；又因为 ｘＱｙＱ是可以预计算的；计算

ｙ１ｘＱ和ｘ１（ｙＱ＋ｙ１）需要 ２Ｍｂ；另外计算 ｆ２·ｆ·ｌＴ，Ｔ（Ｑ）
［－ｘＱｙＱ－ｙ１ｘＱ＋ｘ１（ｙＱ＋ｙ１）－λ３］需要３Ｍｋ＋Ｓｋ．

因此，ＴＴＲＬ算法的总量为 ３Ｍｋ＋Ｓｋ＋２Ｍｂ＋ＥＣＤ
ＢＬ．

６ 算法效率比较

本章我们给出算法 ２的运算量并与已有的算
法［１１，１２］进行比较．根据目前椭圆曲线密码安全性要求，
椭圆曲线群阶 ｌ至少１６０比特，而 ｑｋ至少是１０２４比特．
为了和现有算法相比较我们取ｌｏｇ２ｌ＝１６０．

０８７１ 电 子 学 报 ２０１２年



为了便于后面总体运算量的评估，表３首先给出了
Ｍｉｌｌｅｒ迭代中各个部分的运算量，其中取 Ｍ４＝９Ｍ，Ｍ６
＝１８Ｍ，Ｍ８＝２７Ｍ，Ｓ＝０８Ｍ，Ｓｋ＝０８Ｍｋ，Ｉ＝１０Ｍ，Ｍｂ＝
ｋＭ和Ｉｋ＝Ｉ＋ｋ２Ｍ．
从表３中可以看出算法２中各个部分迭代的运算

量都不超过文献［１１，１２］相对应部分的运算量．
假设 ｌ被双基数链表示时所需要的加号和减号均

相等，且 ａｉ－ａｉ＋１，ｉ＝１，…，ｍ－１中的奇数偶数的个数
相等．则算法２的总开销大约为：

ｂｍａｘ·ＴＴＲＬ＋
ａｍａｘ
２ ·迭代 ＴＤＢＬ＋ｍ２·［

１
２·（（ＴＤＢＬ＋

Ｐ）＋ＴＡＤＤ）＋１２·（（ＴＤＢＬ－Ｐ）＋ＴＳＵＢ）］

＝（３ｂｍａｘ＋２·
ａｍａｘ
２ ＋３２ｍ）Ｍｋ＋（ｂｍａｘ＋２·

ａｍａｘ
２

＋ｍ２）Ｓｋ＋（２ｂｍａｘ＋
ａｍａｘ
２ ＋９８ｍ）Ｍｂ＋（ｂｍａｘ

＋
ａｍａｘ
２ ＋ｍ）Ｉ＋（２ｂｍａｘ＋２·

ａｍａｘ
２ ＋２ｍ）Ｍ

＋（２ｂｍａｘ＋２·
ａｍａｘ
２ ＋３２ｍ）Ｓ．

表４统计了在不同嵌入次数下算法２的总运算量，
并与目前最快的算法［１１，１２］进行了比较．

表４ 不同嵌入次数下算法的复杂度

ａｍａｘ ｂｍａｘ ｍ ｋ＝４ ｋ＝６ ｋ＝８

文献［１１］
算法

５７ ６５ ４５ ８１６０Ｍ １２５０７Ｍ １６８４６Ｍ
７６ ５３ ３８ ８２２３Ｍ １２３１７Ｍ １６７０９Ｍ
９５ ４１ ３７ ８２６８Ｍ １２３１５Ｍ １６６７６Ｍ
１０３ ３６ ３９ ８３６６Ｍ １２４３９Ｍ １６８１０Ｍ

文献［１２］
算法

５７ ６５ ４５ ７３８６Ｍ １１５０６Ｍ １５６０６Ｍ
７６ ５３ ３８ ７３２１Ｍ １１１５１Ｍ １５２６９Ｍ
９５ ４１ ３７ ７１８０Ｍ １０８５９Ｍ １４９２１Ｍ
１０３ ３６ ３９ ７３０７Ｍ １０９０２Ｍ １４９１７Ｍ

算法２

５７ ６５ ４５ ６５９３Ｍ １０９１０Ｍ １５２２７Ｍ
７６ ５３ ３８ ６１８０Ｍ １０２４７Ｍ １４３１４Ｍ
９５ ４１ ３７ ５９２５Ｍ ９８２４Ｍ １３７２３Ｍ
１０３ ３６ ３９ ５９１６Ｍ ９８００Ｍ １３６８５Ｍ

表４表明算法２与文献［１１］的算法相比较效率提
高大约１０％～２９％，与文献［１２］的算法相比较效率提
高大约１０％，并且新算法同样适用于嵌入次数 ｋ＝２的
情况．

７ 结论

本文在基于双基数链计算 Ｔａｔｅ对的基础上，通过
范函数和共轭技巧的应用进一步提高了 Ｍｉｌｌｅｒ算法的
计算效率．新算法减少了Ｍｉｌｌｅｒ迭代中有理函数分子分
母中直线和垂线的数量并且用共轭代替了耗时较多的

求逆运算，提高了双线性对的计算效率．本文给出的新

算法不仅可以应用于 Ｔａｔｅ对的快速计算，同时可以应
用于近年来学者们构造的新双线性对，如 Ｅｔａ对，Ａｔｅ对
和Ｏｐｔｉｍａｌ对的快速计算．结果表明本文给出的新算法
比已有的算法快１０％以上．
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